1 Primitivni funkce a neurcity integral

Definice 1.1. Necht je f : R — R definovdna na intervalu I libovolného druhu. Pak F': R — R, pro kterou
Va € Iplati F'(x) = f(x) (pokud je x krajni bod I, uvazujeme piislusnou jednostrannou derivaci F (z) nebo
F’ (x)), nazgvame primitioni funkci k f na L

Véta 1.1.

1. Necht F je primitioni funkce k f na 1. Pak také funkce G definovand predpisem G(x) = F(z) + ¢, x €
I, c € R je primitioni funkci k f na L

2. Necht F' a G jsou primitivni funkce k funkci f na 1, pak funkce F — G,z € 1 je konstantnd.
Tato nejednoznacnost nas vede k vysloveni nasledujici definice.

Definice 1.2. Nechf existuje alespon jedna primitivni funkce F' k funkci f na intervalu I. Mnozinu vSech
primitivnich funkci k funkci f na I pak nazyvame neurcity integrdal funkce f na I a znacime jej

/f(x)dx _ {F(z)+¢| ceR)

e Zabyvejme se nyni otazkou, pro které funkce méa smysl hledat jejich primitivni funkce nebo neurcity
integral.

Priiklad 1.1. Uvazujme funkci

o J2z 2 #0
f.y—{2 =0

a hledejme, zda k ni na R existuje primitivni funkce.
Reseni: Vsimnéme si nejdiive, Ze f neni na R spojita. Pfedpokladejme nyni, ze primitivni funkce F k f
na R existuje. Podle definice primitivni funkce je F' = f, tj. plati
2z, x € (—00,0)
Fllz)=<2, 2=0 (1)
2z, x € (0,00).
Snadno ovérime, ze funkce F' ma tvar
2+ ¢, 1€ (—00,0)
F(z)=47 x=0
22+ ¢y, z € (0,00),

kde ¢;, co jsou néjaké realné konstanty. Zbyva nam nalézt hodnotu F(0). Podle pfedpokladu (?7) existuje
vlastni derivace F’(0) = 2. Tedy F' je v x = 0 spojité a plati

F(0) = lim F(x)= lim F(z).

(©) = Jim F(z) = lim F(a)

Méme lim, ,o- F(z) = lim,_o-(2® + ¢1) = ¢1 a lim, o+ F(z) = lim, o+ (2* + ¢3) = co. Tedy F(0) = ¢; = co.
Nyni miizeme psat predpis pro F' jednodussim zptisobem, je

F(x) =2+ ¢,z €R.

Pak v8ak F'(z) = 22,2 € R a konkrétné F’'(0) = 0. To je v8ak spor s predpokladem F’(0) = 2. Nezbyva, nez
uznat, ze f, ktera neni na R spojitd, nemusi mit na R primitivni funkci.

Je snadné ovéiit, Ze F(x) = 2% + ¢ je primitivni funkce k f na (—oo, 0) resp. (0, 00). Na téchto intervalech
je vsak f spojita. ©

Véta 1.2. (O existenci primitivni funkce) Necht f : R — R je spojitd na intervalu I C R libovolného
druhu. Pak f md na I primitivni funkci.



2 Vypocet primitivni funkce

Tabulka zakladnich primitivnich funkci

f(x) [ f(x)dx Obor existence Poznamka

1| 2" - R ne€Zmn>0

2. " f:: (—00,0) nebo (0, c0) ne€’Zn<-—1
3 z° . (0, 00) a€R\Z

4. : In |x| (—00,0) nebo (0, 00)

d. e’ e’ R

6 a® = R a € (0,1)U(1,00)
7. sinx —COST R

8. CoST sin R

9. | — tg x (=% +km, 5+ kn) kel

10. | — —cotg x (km,m+ k) kelZ

11. 11_:52 arcsin x (—1,1)
12. | ——== | arccosz (-1,1)
13. ﬁ arctg x R
14. ﬁ —arccotg x R —arccotg ¥ = arctg x — 3

Véta 2.1. (O linearité primitivni funkce) Necht na (a,b) existuji primitivni funkce k funkcim fi a fo a
necht oy, as € R . Pak existuje primitivni funkce k funkci

oy fi1 4+ asfa

/(alfl( )+ asfo(x /fl d$+042/f2

e V&tu o linearité lze zobecnit na tvar

/Oé1f1( )+ agfo(r) + - 4 ap ful))de =

_oq/f1 da:+a2/f2 Ydx + - +an/fn

Véta 2.2. (O integraci per-partes) Necht funkce f,9 : R — R jsou definovany na (a b) a necht F' = f a
G’ = g na (a,b). Necht ddle ezistuje [ f(x)G(x)dx na (a,b). Pak také existuje [ F(x)g(x)dx na (a,b) a plati

/F(x)g(x)dx = F(z)G(x) — /f(x)G x)dx

e Tvrzeni véty si budeme lépe pamatovat ve tvaru

/FG’—FG—/F’G.

a platt



Véta 2.3. (Prvni véta o substituci)
1. Necht funkce t = o(x) zobrazuje interval (a,b) do intervalu (o, 3) a necht na (a,b) existuje vlastni ¢'.

2. Necht funkce f md na intervalu (o, 3) primitioni funkci F, tj. plati
Pt = [ fdt. t € (0.9)
Pak na (a,b) ezistuje primitivni funkce k funkei (f o )¢’ a plati

/ (f 0 0)(x) @/ (2)dz = (F o p)(x), z € (a,b)

neboli

/ F((2))-¢ (2)d = F(p(x)).

Nasledujici obrazek ilustruje prvni vétu o substituci.

g’ (=) 1)

umime uréit

j F(t)it

neumime uréit

| 7ot (=)

Uvedeme nyni postup, ktery nam umozni vypocitat neurcity integral z dané funkce pomoci prvni véty o
substituci.

1. Hleddme integral tvaru [ f(p(x)).¢'(x)dz.
2. Pokud funkce f a ¢ spliuji podminky prvni véty o substituci, pak

p(r) =tz € (a,b)t € (a,f)

O (z)dx = dt,

(b) vypocitame integral [ f(t)dt = F(t),t € (a, 3) - snad je jednodussi nez ptivodni integral v zad4ni
a umime ho tedy spocitat.

(a) polozime

3. Vratime se k proménné x a hledany neurcity integral ma tvar
F(e(x)), x € (a,b).



Strucné to budeme zapisovat takto

[ )@= 5050

Véta 2.4. (Druha véta o substituci)

1. Necht funkce © = ¢(t) zobrazuje interval (o, 3) na interval (a,b) a necht na («, ) existuje viastni ¢’ > 0
(nebo ¢ < 0).

2. Necht G je primitioni funkce k funkci (f o p)¢' na intervalu (o, 3), tj. plati
G(t) = [(fo )0 O, t€ (a.0).
Pak na (a,b) existuje primitivni funkce k funkei f a plati

/ f(x)dz = (G o)), = € (a,b)

neboli

/ f(x)dz = G(p~(x)).

Nasledujici obrazek ilustruje druhou vétu o substituci.

F&) | Fle@w' )

neumime uréit

| £

umime uréit

| flptee eyt

Také zde uvedeme postup, ktery ndm umozni vypocitat neurcity integral z dané funkce pomoci druhé
véty o substituci.

1. Hled4me integral tvaru [ f(z)dz.
2. Zvolime néjakou vhodnou funkci ¢ a pokud funkce f a ¢ splnuji podminky druhé véty o substituci, pak

x=p(t),t e (a,fp),z € (a,b)

(a) polozime dz = ' (t)dt,



(b) vypocitame integral [ f(p(t)).¢'(t)dt = G(t),t € («, 3) - snad je jednodussi nez ptivodni integral
v zadani a umime ho tedy spocitat.

3. Vratime se k proménné z a hledany neurcity integral méa tvar

G(e ! (x)),z € (a,b).

Struc¢né to budeme zapisovat takto

[ o=

'

2$::S0(€)(t)dt = /f(@(t))w/(t)dt.



